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矩阵与运算
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同济大学数学科学学院
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主要内容

1 矩阵

2 矩阵运算
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回顾：线性方程组和矩阵


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

注意: 未知数个数不一定等于方程个数.

系数矩阵: A =

a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn

,未知数矩阵 x =

x1
...

xn

,

常数矩阵 b =

b1
...

bm

. 上述方程可简写为 Ax = b.
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线性方程组

定义

若 b = 0 ∈ Rm,即 b1, . . . , bm 均为 0,则上述方程称为 n元齐次
线性方程组;否则,称为 n元非齐次线性方程组. 若 b = 0,则
A0 = 0,即 0是线性方程组的解,称为它的零解.

它不一定有非零解.
基本问题:

1 是否有解 (主要对非齐次)?
2 存在时,解是否唯一?
3 若有多个解,如何求得?
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线性方程组

定义

若 b = 0 ∈ Rm,即 b1, . . . , bm 均为 0,则上述方程称为 n元齐次
线性方程组;否则,称为 n元非齐次线性方程组. 若 b = 0,则
A0 = 0,即 0是线性方程组的解,称为它的零解.

它不一定有非零解.
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线性方程组

定义

若 b = 0 ∈ Rm,即 b1, . . . , bm 均为 0,则上述方程称为 n元齐次
线性方程组;否则,称为 n元非齐次线性方程组. 若 b = 0,则
A0 = 0,即 0是线性方程组的解,称为它的零解.

它不一定有非零解.
基本问题:

1 是否有解 (主要对非齐次)?
2 存在时,解是否唯一?
3 若有多个解,如何求得?
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定义

若两矩阵有相同的行数和相同的列数,称它们为同型矩阵.
若矩阵的所有项均为 0,则称它为零矩阵,记为 O.

注意: 不同型的零矩阵是不一样的.

定义 (对角阵)

形如

Λ =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0

. . .
0 0 · · · λn


n×n

的矩阵称为对角矩阵,其对角线上的元素有可能不为 0,其余项均
为 0. Λ也记作 diag(λ1, . . . , λn). (diagonal)
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定义

若两矩阵有相同的行数和相同的列数,称它们为同型矩阵.
若矩阵的所有项均为 0,则称它为零矩阵,记为 O.

注意: 不同型的零矩阵是不一样的.

定义 (对角阵)

形如

Λ =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0

. . .
0 0 · · · λn


n×n

的矩阵称为对角矩阵,其对角线上的元素有可能不为 0,其余项均
为 0. Λ也记作 diag(λ1, . . . , λn). (diagonal)
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定义

若两矩阵有相同的行数和相同的列数,称它们为同型矩阵.
若矩阵的所有项均为 0,则称它为零矩阵,记为 O.

注意: 不同型的零矩阵是不一样的.

定义 (对角阵)

形如

Λ =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0

. . .
0 0 · · · λn


n×n

的矩阵称为对角矩阵,其对角线上的元素有可能不为 0,其余项均
为 0. Λ也记作 diag(λ1, . . . , λn). (diagonal)
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定义 (单位阵)

En = E =

1 0
. . .

0 1


n×n

称为 n阶单位阵. 它的元

eij =

{
1, i = j ,
0, i 6= j .

我们将会看到, AE = A = EA (假设它们可以相乘).
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定义 (同型矩阵相加)

给定两同型矩阵 A = (aij),B = (bij) ∈ Mm×n(R), A + B 表示第
(i , j)项为 aij + bij 的矩阵,即

A + B =

 a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n
...

...
...

am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn


注意: 不同型矩阵不能相加.

定义 (数乘)

A = (aij) ∈ Mm×n(R),k ∈ R,定义数与矩阵相乘为

kA = (kaij).
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定义 (同型矩阵相加)
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
注意: 不同型矩阵不能相加.

定义 (数乘)

A = (aij) ∈ Mm×n(R),k ∈ R,定义数与矩阵相乘为
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定理

(Mm×n,+, ·)构成线性空间.

定理包含的内容:

“+”


(i) ∃O,
(ii) (A + B) + C = A + (B + C),
(iii) ∃− A,
(iv) A + B = B + A.

“·”
{
(v) 1 · A = A,
(vi) λ(µA) = µ(λA).

“·’’与 “+”
{
(vii) (λ+ µ)A = λA + µA,
(viii) λ(A + B) = λA + λB.
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定理
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(i) ∃O,
(ii) (A + B) + C = A + (B + C),
(iii) ∃− A,
(iv) A + B = B + A.

“·”
{
(v) 1 · A = A,
(vi) λ(µA) = µ(λA).
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{
(vii) (λ+ µ)A = λA + µA,
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定义 (矩阵相乘)

给定 A = (aij) ∈ Mm×n, B = (brs) ∈ Mn×k . 定义 AB ∈ Mm×k :
AB 的 (i , s)项是

n∑
j=1

aijbjs.
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左乘一个矩阵

矩阵 A ∈ Mm×n(R)给出线性映射

LA : Rn → Rm,

Z =

z1
...

zn

 7→ AZ .
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例子 (对角矩阵)

给定 Λ = diag(λ1, . . . , λn). 则线性映射

LΛ : Rn → Rn

对每个坐标向量作伸缩:
1
0
...
0

 7→


λ1
0
...
0

 ,


0
1
...
0

 7→


0
λ2
...
0

 , · · · ,


0
0
...
1

 7→


0
0
...
λn

 .
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例子 (单位矩阵)

E = En = diag(1, . . . , 1),则

LE : Rn → Rn,

X 7→ EX = X .

所以称它为单位矩阵.
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平面上的旋转

例子

令

A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
,

则

LA : R2 → R2,(
x
y

)
7→

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x
y

)
=

(
x cos θ− y sin θ
x sin θ+ y cos θ

)
.

其中, (
1
0

)
7→

(
cos θ
sin θ

)
,

(
0
1

)
7→

(
− sin θ
cos θ

)
.
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所以, LA 将平面上的向量逆时针旋转 θ.

(− sin θ, cos θ)

θ

θ

(cos θ, sin θ)

(1, 0)

(0, 1)
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矩阵相乘与线性映射的复合

矩阵 A ∈ Mm×n, B ∈ Mn×k , AB ∈ Mm×k 分别诱导出以下线性映
射:

LA : Rn → Rm,

LB : Rk → Rn,

LAB : Rk → Rm.

事实上,
LAB = LA ◦ LB.

令 X ∈ Rk 为列向量,则 LAB(X ) = ABX .另一方面,

(LA ◦ LB)(X ) = LA(LB(X )) = LA(BX ) = ABX .
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例子

A =

(
−2 4
1 −2

)
, B =

(
1 3
2 4

)
,

求 AB 和 BA.

AB =

(
−2 4
1 −2

)(
1 3
2 4

)
=

(
6 10
−3 −5

)
,

BA =

(
1 3
2 4

)(
−2 4
1 −2

)
=

(
1 −2
0 0

)
.

注意: AB 6= BA.
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1 3
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)
,

求 AB 和 BA.
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−2 4
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)(
1 3
2 4
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=
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定义

若方阵 A和 B 满足 AB = BA,则称 A和 B 是可交换的.

注意:
1 A和 B 均不为 0,但有可能 AB = 0. 换句话说,

AB = 0 ⇏ A = 0或B = 0.

2 A(X − Y ) = 0且 A 6= 0 ⇏ X = Y .
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矩阵 矩阵运算

矩阵乘法的基本性质

A,B,C 是矩阵,假设下列运算均可行.
1 (结合律) (AB)C = A(BC).
2 λ(AB) = (λA)B, λ ∈ R.
3 (分配率) A(B + C) = AB + AC, (B + C)A = BA + BC.
4 Em 和 En 是单位阵, A ∈ Mm×n,则

EmA = A 和 AEn = A.

5 λEm 称为纯量阵.

λEmA = λA = A(λEn)

纯量阵可与任何同阶方阵交换.
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矩阵 矩阵运算

定义 (矩阵的幂)

A ∈ Mn×n,
Ak = A · A · A · · ·A︸ ︷︷ ︸

k个A

.

注意: 假设 A,B ∈ Mn×n,一般地, (AB)k 6= AkBk . 若 A,B 可交换,
则 (AB)k = AkBk .

定义 (矩阵的转置)

A = (aij)m×n, A的转置 AT 的 (i , j)项定义为 aji ,即

AT =


a11 a21 · · · am1
a12 a22 · · · am2

...
...

...
a1n a2n · · · amn


n×m

.
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k个A

.

注意: 假设 A,B ∈ Mn×n,一般地, (AB)k 6= AkBk . 若 A,B 可交换,
则 (AB)k = AkBk .

定义 (矩阵的转置)

A = (aij)m×n, A的转置 AT 的 (i , j)项定义为 aji ,即

AT =


a11 a21 · · · am1
a12 a22 · · · am2

...
...

...
a1n a2n · · · amn


n×m

.

林胤榜 同济大学数学科学学院

矩阵与运算



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

矩阵 矩阵运算

命题 (转置的性质)

a (AT )T = A.
b (A + B)T = AT + BT .
c (λA)T = λAT .
d (AB)T = BT AT .

证明.

a-c比较容易得到. 下证 d. 记 A = (aij),B = (brs). AB 的 (i , s)元
为

∑
j

aijbjs,则 (AB)T 的 (i , s)元为
∑

j
asjbji . 另外, BT AT 的 (i , s)

元为 ∑
j

(BT )ij(AT )js =
∑

j

bjiasj = ((AB)T )(i,s).
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矩阵 矩阵运算

定义 (对称阵)

若 A = AT (此时 A必须为方阵),则称 A为对称阵. (以对角线为
轴对称)
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矩阵 矩阵运算

例子

假设

X =

x1
...

xn


满足 X T X = 1(数量), E 为单位阵, H = E − 2XX T (n阶方阵).
证明 H 是对称阵,且 HHT = E .

证明:

HT = ET − 2(XX T )T = E − 2(X T )T X T = E − 2XX T = H,

HHT = (E − 2XX T )(E − 2XX T )

= E2 − 2XX T E − E · 2XX T + 4X (X T X )X T

= E − 4XX T + 4XX T = E .
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矩阵 矩阵运算

方阵的行列式
回顾: 可以利用行列式判定方阵是否可逆.

定理

方阵可逆当且仅当它的行列式非零.

命题

假设 A为 n阶方阵. 则
a |AT | = |A|,
b |λA| = λn|A|,
c |AB| = |A||B|.

推论

|AB| = |BA|.
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方阵的行列式
回顾: 可以利用行列式判定方阵是否可逆.

定理

方阵可逆当且仅当它的行列式非零.

命题

假设 A为 n阶方阵. 则
a |AT | = |A|,
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推论
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